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摘要 

 

人脸识别是模式识别领域的一个重要研究课题。而“PCA＋LDA”的两步骤

方法是一种非常有名的，用于高维空间及处理奇异情况的方法。通过对这个两步

骤方法的理论与应用的研究，本文指出，应用“PCA＋LDA”方法有其本身的理

论缺陷，通过一个简单的例子，本文说明了，在某种情况下，经过 PCA 步骤将

维数不管降至多低，都无法保证在 LDA 中，类内差异矩阵的非奇异性，从而导

致了 LDA 的应用失败。对此，本文提出一个新的判别准则：“逆 Fisher 判别准则”，

并据此提出了一种新的判别分析方法：逆 Fisher 判别分析方法。另外，通过在

PCA 过程中加入与类别有关的特征选择规则，并结合逆 Fisher 判别分析方法，

本文得出一种新的两步骤框架：“带特征选择的 PCA”＋“逆 Fisher 判别分析”。

最后，本文实现了新方法的算法，并通过实验说明了这个新方法的有效性以及比

原来 Fisher 脸方法的优越性。另外，本文的方法甚至可以应用在每类训练样本数

为 1 的情况下。 

  关键词：线性判别分析，逆 Fisher 判别分析，主成分分析，小样本问题，特

征选择，人脸识别 
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Abstract 

PCA plus LDA is a famous two-phrase framework for linear discriminant analysis 

in high dimensional space and singular cases. In this paper, by examining the theory 

of this two-phrase framework, the deficiency of this framework is pointed out with an 

example showing that LDA procedure might fail even after PCA procedure when 

applying to small sample size problem. For this reason, a new two-phrase framework 

is developed by introducing an inverse Fisher criterion and adding a restriction in 

PCA procedure. Based on this new framework, the singularity phenomenon will never 

occur, thereby guaranteeing the success in real-world application. Experiment results 

suggest that this new approach works well and can be applied even in the case that the 

training sample size is equal to one.  
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第 1 章 引论 

1.1 人脸识别――其历史与应用背景 

人脸自动识别技术就是利用计算机分析人脸图像，从中提取有效的识别信

息，用来辨认身份的一门技术。它涉及到模式识别、图像处理、计算机视觉、生

理学、心理学及认知学等诸多学科的知识，并与基于其它生物特征的身份鉴别方

法以及计算机人机感知交互的研究领域都有密切联系。与指纹、视网膜、虹膜、

基因、掌纹等其它人体生物特征识别系统相比，人脸识别系统更加直接、友好，

其使用者无心理障碍。 

人脸识别技术应用背景十分广泛，可用于公安系统刑侦破案的罪犯身份识

别、身份证及驾驶执照等证件验证、银行及海关的监控、自动门卫系统、视频会

议、机器人的智能化研究以及医学等方面。虽然人类可以毫不困难地根据人脸来

辨别一个人，但利用计算机进行完全自动的人脸识别仍存在许多困难，这主要表

现在：人脸是非刚体，存在表情变化；人脸随年龄增长而变化；发型、眼镜等装

饰对人脸造成遮挡；人脸所成图像受成像机制影响。此外人脸识别技术研究与相

关学科的发展及人脑的认识程度紧密相关。这诸多因素使人脸识别研究成为一项

极富挑战性的课题[7] [28] [32] [33]。  

1.2 人脸识别－－主要方法简介 

正因为人脸识别应用的广泛性与挑战性，人们提出了许许多多有关人脸识别

的算法。另外关于人脸识别的理论也有了长足的发展，关于这方面的文章，可参

考人脸识别的综述[7] [28]。 

人脸识别的大多数算法及理论主要集中解决两个方面的问题：1）如何提取

特征以表示人脸；2）对新的人脸用所得出的特征表示出来并进行识别分类[9]。

事实上，特征提取是许多方法及理论中研究的重中之重。总的来说，这些方法与
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理论的目的就是找出一种在较低维空间中具有较大判别能力的人脸特征表示技

术。从目前来看，人脸识别技术中最为成功的都是直接将人脸看成一个二维(2-D)

的整体图案来处理。这种处理方法的好处就是避免了对于三维(3-D)模型中的其

它物体边界的检测[20]。 

主成分分析（Principle Component Analysis，PCA）及线性判别分析（Linear 

Discriminant Analysis，LDA）是两种最主要的，广泛应用于人脸识别，数据降维

及特征提取方法。很多著名的方法，如特征脸（EigenFaces）[21]及Fisher脸

（FisherFaces）[2]都是基于这两种方法或者它们的变体。通常来说，在模式分

类中，基于线性判别分析的算法要优于基于主成分分析的算法。原因在于线性判

别分析集中于提取具有最优分类能力的低维特征来表示目标，而主成分分析方法

却只着眼于对目标的简单低维重构。但严格来说，并不是所有的情况下，主成分

分析方法的性能都比线性判别分析差[11].另一方面，由于线性方法并不能很好

地处理具有巨大视点变化的人脸模式上，因为这种模式通常会导致一种非凸的、

复杂的分布。因此，在模式识别及机器学习领域中[14]，人们提出了很多基于核

（Kernel）的机器学习方法[18]，譬如支持向量机（SVMs），基于核的主成分分

析（KPCA），以及基于核的Fisher判别分析方法（KFDA）等等。 

虽然线性判别分析方法有其本身的优点，但在实际应用中，基于线性判别分

析的算法却面临一个因难的问题：“小样本问题”（Small Sample Size Problem，

SSS Problem）[17]。小样本问题通常出现在高维的模式分类与识别中，在此种情

况下，样本数目比样本本身所在的空间维数要低得多。而对基于核的方法，由于

核本身的特点就是将低维空间向高维空间投影，因此，观察空间中许多经典的“大

样本”问题，如数字识别等，都会转化为“小样本问题”。 

既然小样本问题普遍存在，因此很有必要发展新的，更加有效的算法来处理

这种情况。在有关Fisher判别分析方法的已有算法中[2] [3] [8] [15] [19] [22] [23] 

[24] [25] [26] [29]，最有名的要算Fisher脸方法（FisherFaces）[2]。这种方法主要

由两个步骤组成：PCA＋LDA。它在人脸或图像应用中的优越性能是有目共睹的

[19] [2] [10] [28]。而且，最近关于这种方法的理论框架也已经提出来了[26] [23]。
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另一方面，人们也提出了一些能够减轻“小样本问题”的影响的正则方法[4] [5] 

[10] [16]，譬如Mika等人[12] [13]就建议在类内差异矩阵（Within-class Scatter 

Matrix）加上一个扰动矩阵的方法以使原来奇异的矩阵成为非奇异的矩阵，而

Baudat与Anouar [1]则通过对类内差异矩阵进行QR分解并摒弃 0 特征值的方法来

避免矩阵的奇异性。除此之外，研究者们还着力于寻找更有效的判别子空间来代

替原来的空间。一个很有意义的发现就是，类内差异矩阵的零空间中存在非常重

要的判别信息[3] [8] [23] [24] [25] [26] [27]。这种存在于类内差异零空间的判别

信息称为：不规则信息，以区别于存在于类内差异矩阵零空间外的规则信息[22]。 

不幸的是，许多上面的方法通常直接丢弃类内差异矩阵零空间中的信息，而

这些信息对于判别，特别是“小样本问题”来说，恰恰是非常有用的。Chen等

人在[3]中强调了这些不规则信息的重要性并提出一种较有效的办法提取这些信

息，但他们却忽略了那些规则的信息。而Yu和Yang在[26]中将这两种信息都考虑

进来，提出一种直接线性判别分析方法（Direct Linear Discriminant Analysis，

DLDA）。这种方法从类间差异矩阵（Between-class Scatter Matrix）的值域中直接

提取这些信息。由于类间差异矩阵的维数最多为 1K − （ K 为类数），Yu和Yang

的这种算法的复杂度为仅为 ，因此这种方法对于“小样本问题”来说，效

率是非常高的。然而直接线性判别分析方法也不是最优的，只是一种次优方法。

Lu等人在[

3(KO )

9]也考虑将两种信息考虑进来，并将DLDA推广至核方法，称为直接判

别分析的核方法（Kernel Direct Discriminant Analysis，KDDA）. 另一方面，Yang

等人在[22]中发展了一种新的Fisher判别分析核方法：KPCA＋LDA。称之为完全

Fisher判别分析核方法（Complete Kernel Fisher Discriminant Analysis，CKFD）。

在这种方法中，根据不同的准则提取出两类信息：规则与不规则信息，然后将这

两种信息融合在一起用来判别。对比于其它方法，这种方法有较大的优点。 

1.3 本文方法简介 

通过研究 PCA 与 LDA 的理论以及“PCA＋LDA”框架在模式分类与人脸识

别等实际应用中的有效性，考虑到“PCA＋LDA”在理论上的缺陷，以及不规则

信息在判别分析中的巨大作用，本文提出了一种新的类似于“PCA＋LDA”的框

第 3 页 



中山大学硕士学位论文： 

人脸特征提取与人脸识别的一种新方法:逆 判别分析Fisher  

架应用了人脸识别。这种新方法主要是对 PCA 过程进行了修改，加入了特征选

取规则，同时提出一种新的 Fisher 判别准则并通过此准则导出规则与不规则信

息。对此修改后的 PCA，称为“带特征选择的主成分分析（PCA with Selection，

PCA_S）”；而新的 Fisher 判别准则称为“逆 Fisher 判别准则（Inverse Fisher 

Criterion）”，并称使用此准则的分析方法为“逆 Fisher 判别分析（Inverse Fisher 

Discriminant Analysis－IFDA）”。简言之，本文的方法可称为：“PCA_S+IFDA”。 

1.4 本文主要结构 

下面概括介绍本文内容。首先，由于本文提出的方法主要是基于 PCA 与 LDA

的，因此，在第 2 章中将扼要地概述 PCA 与 LDA 的理论，并通过一个简单的例

子说明“PCA＋LDA”框架的理论缺陷。基于此，在第 3 章中将详细介绍本文的

新方法并对比此方法与“PCA＋LDA”的相同与不同，除此之外，在此章后面，

还会给出本新方法的算法描述及复杂度估计。在第 4 章，给出了一些关于本文方

法的实验结果，验证了本新方法的可行性以及对比于旧方法的优越性。最后，第

5 章将对本文进行总结。 
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第 2 章 PCA＋LDA 的理论基础及其缺陷 

首先，本章将对 PCA 与 LDA 的理论进行简单扼要的介绍，PCA 及 LDA 是

本文所提出新方法的基础，通过对此两个分析方法的了解与研究，才能在第 3

章中提出本文的新方法；其次，将介绍“PCA＋LDA”方法的特点以及其在实际

应用中可能遇到的困难；最后，通过一个例子说明了无论使用 PCA 将训练样本

的维数降至多少，降维后类内差异矩阵的逆都不存在，因此表明“PCA＋LDA”

确实会失败。为了叙述的方便，下面将介绍一下本文考虑处理的问题：K 类人脸

识别问题。 

假设人脸有K 类，标以 1 2, , , KG G GL ，为了进行人脸识别，从这K 类中随机

取出 个样本如下： 1, 2,,j jn = L ,K

1

2

(1) (1) (1)
1 1 2 n

(2) (2) (2)
2 1 2 n

( ) ( ) ( )
1 2 n

:  X   X     X

:  X   X     X

                          
:  X   X     X

K

K K
K

G

G

G

L

L

M M M M

L K

(j)

= ×

64 64×

 

一般来说， 表示长与宽分别为 与 的人脸矩阵转化为 的向量

（ ）。 

iX w h 1d ×

d w h

2.1 PCA 理论简介 

对人脸识别来说，d 通常是非常大的，即使对于一幅分辨率只有 的人

脸， 就已经达到了 ，如果直接对样本矩阵进行操作，将会遇到两个方面

的困难。一方面是对计算机内存存储量的海量要求，另一方面是对计算机 CPU

d 4096
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计算速度的快速要求。一般情况下，这两个方面的要求都很难达到。因此，非常

有必要先对样本进行降维。关于降维的方法目前有多种多样，其中最有名的方法

要算主成分分析（PCA）。 

PCA 是一种广泛应用于图像处理，人脸识别，统计应用中的方法。主成分

分析所着重的在于如何转换原始变量使之成为一些互相独立的线性组合变量，而

且经由线性组合而得的主成分仍保有原变量最多的信息，其关键在“变异数”问

题，利用求特征值及特征向量之方法，过滤出占最大变异数的成分，此即为主要

成分。主成分分析的目的在于概述变量间的关系，它可将原来变数转换成新的没

有相关的变数，可用来简化多变量资料的维度，即降低变量个数，但亦会丧失部

分信息可解决回归分析里共线性问题。 

PCA在人脸识别的应用方法，通常称为特征脸方法（EigenFace）[21]，主要

基于K-L 变换。更详细地说，对于K 类人脸问题，首先将 个样本排

列成一个d 的矩阵

1

(
K

i
i

N N n
=

= ∑ )

N× X ，即 

1 21 2 n 1 2 n 1 2 n

1 2 N    (X ,  X ,  ,   X )
K

= L

(1) (1) (1) (2) (2) (2) ( ) ( ) ( )X  (X ,  X ,  ,   X , X ,  X ,  ,   X , ,X ,  X ,  ,   X )K K K= L L L L
 

设
1

1 N

i
i

X
N

µ
=

= ∑ ，即 µ 为其练样本的总体均值，算出 µ 后，可以令

1 2( , , , NX X X X )µ µ= − − −% L µ ，即 X% 为 X 的中心化矩阵。据此，我们可以定义总

差异矩阵（Total Scatter Matrix） 如下： tS

1

T

( )( )

  XX

T
t i i

i
S X X

N

µ µ
=

= − −

=

∑
% %

 

对图像降维来说，应用 PCA 的目的就是找到一个线性变换，或者称为投影

矩阵 将原来 维的训练图像样本空间投影到 维的样本特征空间'd d×
PCAW ∈ℜ d 'd
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（d ），并且使得投影后的训练样本对应的总差异矩阵的行列式最大，即 ' d<

W arg max | |TW S W＝

[ ]
'PCA

W

1 2 '               
d d t

dw w w
×∈ℜ

L＝ 
           (2-1) 

其中，{ | 为 中对应于前面 个最大特征值的维数为 的特征

向量。 

1, 2 , '}iw i d= L tS 'd 1d ×

     由 的定义，我们知道 是一个tS tS d d× 的矩阵，而 往往很大，因此，如果

直接求总差异矩阵 的特征值与特征向量，几乎是不可能的。但是，注意到 是

一个由中心化样本矩阵与其本身转置的乘积得到的实对称矩阵，因此我们可以应

用奇异值分解理论得到我们要求的特征值与特征向量。 

d

tS tS

 奇异值分解（Singular Value Decomposition，SVD）是矩阵分析中正规矩阵酉

对角化的推广。设矩阵 A是 的秩为 r ，它的奇异值是指 阶方阵 （或

阶方阵 ）的正特征值的平方根。奇异值分解是指如下形式的分解： 

m n× n TA A m

TAA

0
0 0

TA U V
∆⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中U 和V 为酉矩阵，

1 0

0 r

σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟∆ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O ， i iσ λ=  

由于 与 的特征值是一样的，由上面分解可得出它们的非零特征向量的关

系： 

TAA TA A

1
i i

i

U A
σ

= V r， 1, 2,i = L           (2-2) 

其中 ， 分别对应于U 与V 的第个 i分量。 iU iV

对于 而言，由于 ，根据上面的 SVD 理论，我们不必直接求它的tS T
tS XX= % %
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特征值与特征向量，而只要求出 的非零特征值与对应特征向量，此处，

是 矩阵，对人脸识别来说，通常

T

d

tS X X=% % %

tS% N N× N << ，因此问题的规模将大大减小。

然后根据两者的关系式（2-2）就可以求出所需要的特征向量及相应的投影矩阵

PCAW 。最后，通过投影矩阵，我们可以得到新的样本特征： 

' ,  1, 2,i PCA iY W X i N= ∈ℜ = LT d  

在人脸识别中,人脸图像训练样本之间存在差异,主要包括平移、尺度变化和

光照条件不同等。在 PCA 中对人脸图像的预处理是为了减少或消除这种差异,

使得后续的分析结果更为精确和可靠。如果图像样本之间存在平移,随平移增加

图像之间的均方差增加,对应到离散 K-L 变换的系数也随之增大。σ∝ΔT ,其

中σ为图像之间的均方差,ΔT 为图像之间的平移值。如果图像样本之间存在尺

度差异,随尺度差异增大,图像之间的均方差和离散 K-L 变换的系数也随之增

大。σ∝ΔS ,其中ΔS 为图像之间的尺度差异。 

2.2 LDA 理论简介 

PCA 的效果除了受样本的预处理精确度的影响外,由于PCA 的表达方式是

基于均方差最小准则的,所以也可以将基于K-L 变换的特征脸方法认为是人脸的

最佳表达方法。但是基于这种最佳的表达方法所提取的最佳特征表示（MEF），

并不一定是最适合模式识别的最佳判别特征（MDF）[33]。MEF在降维的同时最

大限度地保留了对象的信息量，适于数据压缩，对象表征等任务。模式识别任务

要求通过特征提取得到的特征类间差异尽量的大，类内差异尽量小。基于特征类

间和类内差异的要求,在人脸识别中出现了基于LDA 的FisherFace [2]的方法。 

线性判别分析（LDA），也称Fisher线性判别分析（FDA）是另一种广泛应用

于模式分类问题的方法，譬如声音识别，人脸识别，多媒体信息恢复……LDA

也可应用于图像降维，它是一种基于样本的类别进行降维的方法。在统计理论中，

LDA可以在基于所有的类别都服从高斯分布并且每一类的协方差矩阵都相同的
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假设下而导出。在此假设下，类与类之间的边界表示变得非常简单，因此判别起

来简单明了。类似于EigenFace方法，对人脸识别来说，FisherFace方法也是找一

个线性变换或者投影矩阵使得所谓的Fisher准则（Fisher Criterion）最大，在介

绍此准则之前，有必要先定义一下几个矩阵。 

首先， 为本章开头描述的样本。令 ( )j , 1,2, , 1,2 ,i jX i n j K= =L L

( )

1

1 , 1,2,
j

j

j i
ij

n

X j K
n

µ
=

= =∑ L  

而 µ 跟前面的定义一样。则我们可以定义类间差异矩阵（Between-class Scatter 

Matrix） 及类内差异矩阵（Within-class Scatter Matrix） 如下： bS wS

1

( )( )T
b j j j

j

S n
K

µ µ µ µ
=

= − −∑  

( ) ( )

1 1
( )( )

jK
j j

w i j i
j i

S X X
n

T
jµ µ

= =

= − −∑∑  

可以验证： 。有了这两个矩阵，我们就可以定义所谓的 Fisher 准则如

下： 

t bS S S= + w

( ) ,  db
T

w

SJ
S

ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ

T

= ∈ℜ                         (2-3) 

事实上，LDA 就是找一个投影矩阵 'd d
LDAW ×∈ℜ ，其中 的任意两列相互正交，

使得下面的商，即 Fisher 准则最大： 

LDAW

[ ]
'

1 2 '

arg max
|

              

d d

b
LDA TW

w

d

W
W S W

w w w

×∈ℜ
=

= L 

| |
|

TW S W
                       (2-4) 
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其中{ | 为是 与 的广义特征值1,2 , '}iw i d= L bS wS iλ 相对应的广义特征向量，即： 

, 1, 2, , 'b i i w iS w S w i dλ= = L

1−

'T d

N K− N

 

当 的逆存在时，广义特征向量可通过对 进行特征值分解得到。同 PCA

一样，新的样本特征可通过如下变换得到： 

wS w bS S

,  1, 2,i LDA iY W X i N= ∈ℜ = L  

2.3 PCA＋LDA 方法及其缺陷 

对PCA来说，由它计算得到的向量的统计意义在于使得样本在此向量的投影

上具有最大方差。而对于LDA来说，它所计算得出的向量则是使得不同类的样本

点在此向量对应的方向上的投影尽可能的分开。因此，一般来说，当维数不是很

高，而且样本数不是很少的情况下，LDA的分类效果比PCA的分类效果好[11]。

然而，在实际应用中，特别是在人脸、图像识别中，由于维数问题，LDA通常遇

到两个方面的困难：1）类内方差矩阵 总是奇异的,这是由于 的秩最多为

，而一般情况下,用于训练的图像数目 是远小于每幅图像的像素数目，

即“小样本问题”经常出现；2）计算的复杂度。在高维空间

wS wS

dℜ 中，要得出一个

维的分类向量的复杂度远远高于计算一个低维空间d 'dℜ 的分类向量。 

“PCA＋LDA”是一种非常有效的用来解决上面两个问题的方法。Yang等

人在[8]中已经对“PCA＋LDA”方法的理论基础进行了探讨。这个方法的步骤

大概如下。首先，用PCA 进行降维，通过一个投影矩阵 PCAW 将 维样本空间降

为 维的特征空间（ ）；然后，再利用LDA得出一个变换矩阵 进行

判别分类。从而，我们可以得出“PCA＋LDA”的变换矩阵如下： 

d

'd 'd << d

T T T

LDAW

opt LDA PCAW W W=                           (2-5) 
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其中， PCAW 为公式（2-1）对应的最优解，而 

'

'

arg max
| |

| |       arg max
| |

PCA b PCA
LDA T TW

PCA w PCA

T
b

TW
w

W
W W S W W

W S W
W S W

=

=

| |T TW W S W W

d d

                   (2-6) 

由于类内差异矩阵 wS ×∈ℜ 满足： ( ) min{ , }wrank S d N K≤ − 。当“小样本问

题”发生时，即 N d K< + 时，类内差异矩阵 必定奇异，此时最优化问题（2-4）

不能直接求解。为了使得在经过PCA处理后，LDA的最优化问题（2-6）可解，

在PCA中， '必须是一个不大于

wS

d N K c− −

'

c '

的正整数，其中c是一个通常等于1的

正整数。大多数情况下，经过PCA变换后，最优化问题（2-6）中的类内差异矩

阵 将是非奇异的， 可以成功解出。但是，即使经过PCA将维数从 降到

，类内差异矩阵 仍然可能是奇异的。下面给出一个简单的例子

说明这个可能性。 

wS LDAW d

'd N K= − − wS

假设 ，且样本矩阵如下： 1 2 38,  7,  3,  2,  3d N K n n n= = = = = =

3 21 3 21 3 21 3 21 4 21 4 21 4 21
7 7 7 7 7 7 7
1 1 1 1 1 10
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 2 2 3 3 3 2 2
4 4 4 4 4 3 4
1 1 0 0 0 0 0
2 2

1 10 0 0 0 0
2 2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

X

⎛ ⎞− − − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + − − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

− ⎟

 

由此样本矩阵，我们可以得出： 
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36 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 10 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 2

1 1 1 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 4 2 4

,  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

b wS S

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ −
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

= =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

w

。 

且有： 

36 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

tS

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

tS ， 及 均为对称、半正定的矩阵，满足：bS wS t bS S S= + 。更进一步地，它们

还满足： 

( ) 5 1trank S N= < − ， 

( ) 1 1brank S K= < − ， 

以及， 

( ) 4wrank S N K= < − 。 
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8d = ' 1 3d N K= − − =从上面的几个矩阵容易看出，通过PCA将维数从 降为

后， 

'

0 0 0
1   0 1

2
1 30

2 4

T
w PCA w PCAS W S W

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

仍然是奇异的。事实上，无论将维数 降到多小，如d ' 2d = ，或 ，  总是

奇异的。这是因为， 是对角阵，对应于它前面几个非零最大特征值：

' 1d = '
wS

tS

1 2 3 536,  1λ λ λ λ= = = =L = T

T T

的 特 征 向 量 分 别 为 ： ，

，……， ，所以，经过PCA得到的变

换矩阵

1 [1 0 0 0 0 0 0 0]e =

2 [0 1 0 0 0 0 0 0]e = 5 [0 0 0 0 1 0 0 0]e =

PCAW 即是由上面正交标准基构成的矩阵。另一方面，由于 的最大特征

值36对应于第一个标准正交基 ，所以，经过变换后， 的第一行与第一列全

为0。这就说明了为什么无论 如何取， 总保持奇异。 

tS

1e '

'

wS

'd wS

  总之，我们可以看出，“PCA＋LDA”的方法并不是总能成功的。而且仅靠

减小 的方法来保证此方法顺利进行是不可能的。 'd
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第 3 章 本文方法:逆 Fisher 判别分析 

  在这一章，本文将根据一种新的 Fisher 判别准则，提出一种新的 Fisher 判别

分析方法。首先，本章会先介绍此新的 Fisher 判别准则；然后依据此准则，提出

一种新的类似“PCA＋LDA”方法的新框架。此新框架也由两个主要步骤构成，

第一步是对原 PCA 的步骤加入了特征向量选择的限制条件，第二步是使用新的

Fisher 判别准则进行判别分类；其次，本文将证明，在一定条件下，此新的框架

不会像“PCA＋LDA” 那样出现失败的情况；在最后，本文将会给出基于此框

架的算法描述以及其复杂度分析。本章所考虑的问题仍然是上一章提出的K 类人

脸问题。 

3.1 本文的理论基础－－ tS , bS , wS 及其零空间 

在介绍本文的新方法之前，首先对“PCA＋LDA”方法给出一些注记： 

 在PCA步骤中，一些对后面LDA进行分类很有效的特征向量可能被丢弃

掉，一些不重要的特征向量可能被选取。这是因为，在PCA中，由于只

是选择了 的前 个最大特征值对应的特征向量，而丢掉其

余的特征向量。在剩下的较小非零特征值对应的特征向量中，很有可能

存在着对后面进行LDA分类很重要的特征向量，使得样本矩阵在这些特

征向量对应的方向上投影过后，类与类之间的距离比在其它特征向量上

投影后的距离还要大。同样道理，在较大的非零特征值对应的特征向量

中，也有可能存在着对后面LDA分类并不十分重要，甚至是影响分类结

果的特征向量。 

tS 'd N K= − − c

 在PCA进行降维后，对降维后的新的样本空间使用LDA并不能保证一定

成功。反例已经由上章给出。 
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 类内差异矩阵 的零空间中存在着对分类起非常大作用的、判别性能非

常好的判别信息。譬如说，设存在 的零空间中的向量

wS

wS β ，满足

且 ，则显然，此向量使得最优化问题（2-4）最大

化，从几何意义来说，不同类的样本在此方向上投影后，彼此间的距离

足够远。 

0wSβ β =T T 0bSβ β ≠

根据上面的注记，下面将进一步考察PCA方法，Fisher准则，总差异矩阵 ，

类间差异矩阵 ，以及类内差异矩阵 的特征空间的一些性质。 

tS

bS wS

我们先来看看 ， ，及 的特征向量以它们的零空间的关系。 tS wS bS

定义 1 设 1 2,  ,  ,  dβ β βL 为 特征值按从大到小排列对应的特征向量，并

设 的 秩 为 ， 令

tS

tS m 1 2{ ,  ,  ,  }t span mβ β βΦ = L ， 则 它 的 正 交 补 定 义 为

1 2{ ,  ,  , t m mspan }dβ β β+ +Φ = L⊥

⊥

w

T T

。 

显然， 为 的零空间。由于 ， 及 均为对称、半正定矩阵，且有

。容易得到如下引理及定理。 

tΦ tS tS bS wS

t bS S S= +

引理 1 当且仅当0tSβ β = 0wSβ β = 及 0bSβ βT = 。 

引理 2 设 A是对称、半正定矩阵，则 0T Aβ β = 当且仅当 0Aβ = 。 

证明：充分性显然，只须证必要性。 

事实上，由于 A是对称，半正定矩阵的，故存在矩阵M 使得， ，

由 ，我们有，

TA M M=

( )T T T TA M M M Mβ β β β β β= = 0= 0M β = ，从而： 
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( )A M Mβ β 0T= = 。 

证毕。 

定理 1 对任意 ,dϕ∈ℜ ϕ 可以分解为ϕ ξ γ= + ，其中 tξ ∈Φ ， ，且

有：

tγ ∈Φ⊥

( ) ( )J Jϕ ξ= 。 

证明：由于 1 2{ ,  ,   ,  }d tR span β β βd
t
⊥= L = Φ ⊕Φ 。从而由投影定理： 

1 1 1 1m m m m d d

m d m

ϕ λ β λ β λ β λ β ξ γ= + + + + + = +L L+ +

−
1442443 144424443

， tξ ∈Φ γ ⊥∈Φ

T T

，  t

故 ，根据引理1，有0tSγ γ = 0wSγ γ = 及 0bSγ γT = 。再由引理2， 0wS γ = 及

0bS γ = ，可得： 

( )

( ) ( )        
( ) ( )

2        
2

        

        ( )

b
T

w

T
b

T
w

T T T
b b

T T T
w w

T
b

T
w

SJ
S

S
S

S S S
S S S

S
S

J

ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

ξ γ ξ γ
ξ γ ξ γ

T

b

w

ξ ξ ξ γ γ γ
ξ ξ ξ γ γ

ξ ξ
ξ ξ
ξ

=

+ +
=

+ +

+ +
=

+ +

=

=

γ
 

证毕。 

根据上面的定理1，我们可以看出，最优问题（2-4）所有的解都可以从 的

非零特征值对应的特征向量集合中得到而不丢失任何重要信息。这也在一定程度

上解释了为什么在PCA步骤后可以加上LDA，而使识别率提高。 

tS

接着，我们来进一步看看 的零空间中包含的信息对识别的作用。定理1已wS
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经告诉我们 的零空间 对Fisher准则并不起作用。所以，一般来说，我们可以

先将样本矩阵投影到 的值域中得到新的系数矩阵，再进行处理，此时对应的总

差异矩阵将是正定对称矩阵。因此，我们可以只考虑 为正定、对称矩阵的情形。 

tS tΦ⊥

tS

tS

定义 2 设 1 2,  ,  ,  dα α αL 为 特征值按从大到小排列对应的特征向量，并

设 的 秩 为 ， 令

wS

wS q 1 2{ ,  ,  ,  }w span qα α αΦ = L ， 则 它 的 正 交 补 定 义 为

1 2{ ,  ,  , w q qspan }dα α α+ +Φ = L⊥

⊥

w

。 

显然， 为 的零空间。我们可得到如下定理。 wΦ wS

定理 2 设 为对称、正定矩阵， ， 为对称、半正定矩阵满足

。，则

tS wS bS

t bS S S= + 0ϕ ≠ ，且 wϕ ⊥∈Φ 当且仅当 及 。 0bSϕ ϕ >T T

⊥ T

0wSϕ ϕ =

证明：先证必要性。 

若 ，，则显然有wϕ ∈Φ 0wSϕ ϕ = ，再根据 为对称、正定矩阵且tS 0ϕ ≠ ，可

得 。再由 ，可得： 0tSϕ ϕ >T
w

   T Sϕ ϕ

t bS S S= +

0

b
T T

t w

T
t

S S

S

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= −

=

>

 

下证充分性。 

设 且 ，则由引理1知0bSϕ ϕ >T T 0wSϕ ϕ = 0ϕ ≠ 且有 0wS ϕ = ，从而 。证

毕。 

wϕ ∈Φ⊥

定理2有力地说明了 的零空间中确实存在着对识别非常重要的信息。相wS
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反， 的零空间信息对识别来说并不是很重要，事实上，这个结论可由定理2的

如下推论来说明。 

bS

推论 1 设 为对称、正定矩阵， ， 为对称、半正定矩阵满足

。，则

tS wS bS

t bS S S= + w 0ϕ ≠ ，且 bϕ ⊥∈Φ 当且仅当 及0wSϕ ϕ >T T 0bSϕ ϕ = 。其中 为

的零空间。 

bΦ⊥
bS

3.2 Fisher 准则及逆 Fisher 准则 

1．Fisher 准则及其变体 

一方面，根据第2章后面给出的例子，我们知道“PCA＋LDA”的方法并不

能保证整个过程的顺利进行。另一方面，在图像处理，人脸识别等等实际应用中，

“小样本问题”也经常是一个棘手的问题。这两方面的问题都是因为训练样本对

应的类内差异矩阵（Within-class Scatter Matrix） 在实际应用中经常是奇异的。

关于解决这种奇异的方法，有各种各样，一种就是所谓的正则化（Regularization），

即在 上加个一个小扰动来避免 的奇异性[

wS

wS wS 12] [13]。下面主要介绍一下另一种

解决方法：使用新的Fisher准则[2] [6] [30]。 

很自然地，人们希望在求解最优化问题（2-4）时，希望新的Fisher准则不会

出现不可解的情形，也就是有关运算的矩阵不会奇异。一种方法就是通过修改

Fisher准则中的分母部分对应的类内差异矩阵 ，比如代替为总差异矩阵 ： wS tS

[ ]
'

1

1 2 '

| |arg max
|

              

d dLDA

b
TW

t

d

W S WW
W S W

w w w

×∈ℜ
=

= L 

|

T

                          (3-1) 

最优化问题（3-1）的合理性可由定理1说明，由于对Fisher判别来说， 的

零空间包含的信息并不重要，或者说不起作用，因此，可以先将训练样本空间投

tS
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影到 的值域上，从而保证 的非奇异性。 tS tS

另一种方法则索性去掉 而只保留Fisher准则的分子部分，如下： wS

[
'

1 2 '              
.    || || 1,  1, 2, , '

d dLDA b
W

d

i

w w w
s t w i d

×∈ℜ

=

= =

L

L

 ]

2 arg max | |TW W S W=

                (3-2) 

这种方法只考虑到类间差异矩阵，而不管类内差异如何。因此，为了同时将这两

种差异矩阵考虑进来，并考虑到 零空间中信息的重要性，在（3-2）的基础上

可以加上如下限制，成为另一个类似的Fisher准则： 

wS

[ ]
'

3

1 2 '

arg max | |

              

.   0,  || || 1,  1, 2, , '

d dLDA

T
b

W

d

T
i w i i

W W S W

w w w

s t w S w w i d

×∈ℜ
=

=

= = =

L

L

 　      (3-3) 

以上三个准则都各有各的优势与缺点，本文在此不对它们的优缺点进行评论

与比较。相反，下面将给出一个新的Fisher准则，同样是在原Fisher准则的基础上

进行修改得到。 

2．逆 Fisher 准则－－The Inverse Fisher Criterion 

形式上，我们有如下等价关系： 

''

| | |arg max arg min
| | |d dd d

b w
T TWW

w b

W S W W S W
W S W W S W×× ∈ℜ∈ℜ

⇔
|
|

T T

 

即将Fisher准则中的分子与分母对调求最小与原来求最大在形式上等价。因

此，在不考虑奇异的情况下，我们可以用下面的商作为新的Fisher准则来求最优

化问题： 
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[ ]

'

1 2 '

arg min
|

              

d d

w
IFDA TW

b

d

W
W S W

w w w

×∈ℜ
=

= L 

| |
|

TW S W

d d

                     (3-4) 

此准则可称为“逆Fisher准则”（The Inverse Fisher Criterion）。对比于原来

使用原来Fisher准则的LDA或者FDA，使用“逆Fisher准则”进行判别分析的过程

可称为“逆Fisher判别分析”（the Inverse Fisher Discriminant Analysis，IFDA）。

在特殊的情况下，即类内差异矩阵 及类间差异矩阵 的逆都存在时，可以证

明，最优化问题（2-4）的解与上面最优化问题（3-4）的解是一致的。然而，注

意到在人脸识别中，类间差异矩阵

wS bS

bS ×∈ℜ ，且其秩满足： ，且

比

( ) 1brank S K≤ −

d K 大得多，因此，使用此准则时， 的逆不存在，这样仍然导致“小样本

问题”的出现。 

bS

但是，依据定理2及其推论1，我们知道， 的零空间中存在着对判别较为

重要的信息。相反， 的零空间中存在的信息并不是很重要，因为其中的特征

向量总使得Fisher准则（2-3）为零。故我们可以不考虑存在于 零空间中的信息

并将其丢弃。这可通过将训练样本投影到 的值域来实现。 

wS

bS

bS

bS

具体如下： 

 由 的对称性及正定性， 有如下酋分解： ，其中 为

的特征分解对应的酋矩阵，其列两两正交， 为 的特征值组成的

矩阵； 

bS bS T

T

b b b bS U D U= bU

bS bD bS

 对照 ，选择 中那些非零特征值对应的特征向量组成投影矩阵

； 

bD bU

_Sb projW

 将投影矩阵作用到训练样本矩阵上，即 ，然后对此新样本_Sb projY W X=
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进行“逆Fisher判别分析”，即求解最优化问题（3-4）。 

事实上，上面的过程可以总结如下： 

[ ]

'

'

_ _

_ _

'

'

1 2 '

| |
arg min

| |

| |        arg min
| |

               

d d

d d

T T
Sb porj w Sb proj

IFDA T TW
Sb porj b Sb proj

T
w

TW
b

d

W W S W W
W

W W S W W

W S W
W S W

w w w

×

×

∈ℜ

∈ℜ

=

=

= L 　

       (3-5) 

最优化问题（3-5）可以独立地成为一种判别分析方法，投影的过程，类似

于降维的过程，而后面的最优问题的解，即是找一个较优的子空间进行特征表示，

使得这些特征表示可以区分类与类之间的差别。考虑到“PCA＋LDA”在应用中

的有效性，下面将进一步考察PCA过程，并提出一种新的规则对此PCA过程进行

部分修改。 

3.3 带特征选择的主成分分析－－PCA with Selection 

PCA表征中的关键问题是主成分分量的选取范围及其对性能的影响，而主成

分的选取会影响LDA的分类判别是否会产生过拟合。在图像的表征中选取的主成

分分量越多，图像的信息量保留越多,图像重建的效果也就越好。然而同样的推

理在分类判别中并不成立，选取过多的主成分分量可能会导致识别率的降低。这

是由于较小的特征值对应着高频信息，很有可能就是噪声的编码。如果把这些特

征值所对应的特征向量也用于构造PCA子空间，LDA 就必须对噪声也进行拟合，

从而导致了过拟合的发生。 

另一方面，较小的特征值对应的特征向量也有可能包含着对分类来说相对重

要的信息，如果只是简单的完全抛弃，很有可能影响最后使用LDA进行分类的结

果。在标准的“PCA＋LDA”方法的局限性在于没有考虑过拟合及小特征值的问

题，而直接采用 个最大的特征值所对应的特征向量来构造PCA子空间，

进行LDA判别分类。 

N K c− −
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再者，虽然较大的特征值对应的特征向量包含着人脸或者目标非常重要的信

息，在图像重构与目标信息提取中起着关键性的作用，但是，对分类来说，我们

并不能保证越大的特征值对应的特征向量对后面LDA或者其它判别分析方法起

的分类作用越大。相反地，很有可能大的特征值对应的特征向量只是在重构非常

有用，而在分类中起的作用反而比较小的特征值对应的特征向量弱。下面举个例

子说明这种情况存在的可能性。见图3-1。 

0 5 10 15 20 25 30
0
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2500
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3500

4000

λi

wi
TSbwi

wi
TSbwi

 

图 3-1：来自FERET数据库的 与 分布图， 

为 的特征向量，横坐标为 的特征值从大到小的编号。 

T T

T T

T T

T T

i b iw S w i w iw S w

iw tS tS

图3-1是根据FERET数据库应用PCA得出总差异矩阵 的特征值与特征向量

画出的。其中“*”曲线对应于 ，而“o”曲线对应于 。从图中我

们可以看出，虽然大多较大的特征值对应的 要大于 ，也就是较大

特征值对应的特征向量较有利于后面的LDA判别分析，但是，也可以看到存在着

较大的特征值对应的 要小于 。由此可以说明，在PCA过程中，只

tS

i b iw S w i w iw S w

i b iw S w i w iw S w

i b iw S w i w iw S w
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N K c− −单纯地选择前 个最大特征值对应的特征向量并不能保证后面使用LDA

的分类效果好。 

根据上面的分析，对PCA的特征选择方法，我们希望做出一些修改。考虑到

Fisher判别分析的思想就是求得一个投影矩阵，使得投影后不同类别的样本尽可

能分开，而原始的PCA并没有“分类”的思想，它使求出的主成分方向只是使得

训练样本在此主向上的投影的方差最大。因此下面将在PCA的基础上加上Fisher

“分类”的思想，对最优化问题（2-1）加上限制如下： 

[ ]
'PCA_S

W

1 2 '

W arg max | |

               

.  || || 1, 1,2, , '

d d

T
t

d

T T
i b i i w i i

W S W

w w w

s t w S w w S w w i d

×∈ℜ

> = =

L

L

＝

＝ 　

,  

    (3-6) 

使用公式（3-6）进行PCA的过程可称为：“带特征选择的主成分分析”（PCA 

with Selection，PCA_S）。Fisher准则（2-3）的思想是使比值：
T

T T

i b i
T
i w i

w S w
w S w

尽可能大，

在这里，进行PCA过程中，事先就加入限制规则： 是希望这样选

择的特征向量产生的变换矩阵 可以初步有效地将类与类之间的距离拉远。

这样，可以更好地为后面再进行Fisher判别分析或者其它判别分析服务。 

i b i i w iw S w w S w>

PCA_SW

类似于“PCA＋LDA”的两步骤方法，我们当然可以用上面的方法“PCA_S”

加上“LDA”。这也是一种新的方法，本文在此处不详细叙述，可做进一步的研

究。为了结合上面的“逆Fisher判别分析”，下面将主要介绍“PCA_S+IFDA”的

方法，即“带特征选择的主成分分析”＋“逆Fisher判别分析”。 

3.4 带特征选择的主成分分析与逆 Fisher 判别分析－－

PCA_S+IFDA 

我们将最优化问题（3-5）与最优化问题（3-6）结合起来，对应的方法即为

“PCA_S+IFDA”方法，其解是下面的最优化问题的解： 
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_opt IFDA Sb proj PCA SW W W W= _
T T T T

           (3-7) 

其中， _PCA SW 为最优化问题（3-6）的解，这个步骤主要将维数降至一定程度，

使问题的规模大大减小；而 由经过_Sb projW _PCA SW 变换后对应的类间差异矩阵的

非零特征值对应的特征向量组成的投影矩阵，这个步骤使得处理后训练样本对应

的类间差异矩阵非奇异。 则为如下最优化问题的解： IFDAW

'

'

'

_ _ _ _

_ _ _ _

'
_ _

'
_ _

''

arg min
| |

| |
        arg min

| |

| |        arg min
|

d d

d d

d d

Sb porj PCA S w PCA S Sb proj
IFDA T T TW

Sb porj PCA S b PCA S Sb proj

T T
Sb porj w Sb proj

T TW
Sb porj b Sb proj

T
w

TW

W
W W W S W W W

W W S W W
W W S W W

W S W
W S

×

×

×

∈ℜ

∈ℜ

∈ℜ

=

=

=

| |T T TW W W S W W W

[ ]

''

1 2 '

|
               

b

d

W
w w w= L 　

    (3-8) 

在人脸识别中，Fisher判别分析称其得到的变换矩阵 的列为“Fisher脸”

（FisherFace），其方法称为“Fisher脸方法”，类似的，这里，我们可称应用逆Fisher

判别分析得到的变换矩阵的列为“逆Fisher脸”（Inverse Fisher Face，IFFace）,

对应的这种方法称为“逆Fisher脸方法”（IFFace Method）。 

FDAW

相应于本章开头对“PCA＋LDA”给出的注记，下面对“PCA_S+IFDA”也

给出一些注记： 

 我们在PCA过程中，加入了特征向量的限制规则： ，避

免了只是单纯地选择对应于最大特征值的特征向量，而选择那些对后面

进行判别分类有较大作用的特征向量，其中可能包括小特征值对应的特

征向量。 

T T
i b i i w iw S w w S w>

 此方法与原来的存在着本质区别。原来的PCA步骤与类别无关，可以看

成是一种无监督的方法。而此方法中，由于 、 是根据类与类或类bS wS
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内差别得出的矩阵，因此是一种有监督的方法。 

 在进行“逆Fisher判别分析”过程中， 的零空间所包含的信息也被考

虑进来了。事实上，由于“逆Fisher准则”（3-4）是求最小，而由定理 

2易知，当 时， ，此时

wS

0wSβ β =T T 0bSβ β > β 为最优化问题（3-8）的一

个解。因此，最优化问题（3-8）的解包含 的零空间的信息。 wS

 带特征选择的主成分分析（PCA_S）后，再使用 将新的样本特征

空间投影到类间差异矩阵 的值域中，是为了保证“逆Fisher判别分析”

的顺利进行，但在一定条件下，可以证明，此步骤不是必需的。这可由

下面的定理说明。 

_Sb projW

'

w

bS

定理 3 设总差异矩阵 、类内差异矩阵 、类间差异矩阵 均为对称、

半正定矩阵且满足 。 { |

tS wS bS

t bS S S= + 1,2, , '}iw i d= L 是 的特征向量且满足：

， 。从{ |

tS

T T
i b i i w iw S w w S w> 1, 2, , 'i d= L 1,2, , '}iw i d= L 中任取两个不同特征向量组

成 ，则 必满秩,即非奇异。 _PCA SW '
_

T
S

d

_b PCA S b PCAS W S W=

证明：事实上，设 _ [  ],  , { | 1, 2, , '}PCA S iW u v u v w i= ∈ = L ，u ，则有： v≠

'
_ _ [  ] [  ]T T b b

b PCA S b PCA S b T T
b b

u S u u S v
S W S W u v S u v

v S u v S v
⎛ ⎞

= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

T T

T T

T T T ⎞
⎟
⎠

 

'
_ _ [  ] [  ]T T w w

w PCA S w PCA S w T T
w w

u S u u S v
S W S W u v S u v

v S u v S v
⎛ ⎞

= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

'
_ _

0
[  ] [  ]

0
T T t t t

t PCA S t PCA S t T T T
t t t

u S u u S v u S u
S W S W u v S u v

v S u v S v v S v
⎛ ⎞ ⎛

= = = =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
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根据， ，易得：t bS S S= + w
' ' '

wt bS S S= + 。从而我们有： 。且

由于 ， ， 为对称、半正定的矩阵，故变换后的矩阵 ， ， 也为对称、

半正定的矩阵。从而我们可设： 

T T

' ' '

T T

T T

w bu S v u S v= −

tS bS wS tS bS wS

1'

2

b b
b T T

b b

a bu S u u S v
S

b av S u v S v
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1'

2

w w
w T T

w w

c bu S u u S v
S

b cv S u v S v
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
 

又由已知条件 ，T T
i b i i w iw S w w S w> 1, 2, , 'i d= L 可知 ， ，

从而有： 

T T T T

2

' '

b wu S u u S u> b wv S v v S v>

1 1 2,  a c a c> > 。 

若 奇异，则必有 的行列式： bS bS

1' 2
1 2

2

| | 0b

a b
S a a

b a
b= = − = 。 

此时必有： 

1' 2
1 2

2

| |w

c b
S c c

b c
−

0b= = − <
−

。 

这与 为半正定矩阵矛盾。证毕。 '

2

wS

上面的定理3只能在只取任意两个特征向量时，结论才能成立。这种特殊的

情况适应于当类别数 K = 3K或者 = 时的情形，也就是说，当类数很少时，优

化问题（3-7）中求投影矩阵W 的步骤可以不需要，只要在PCA_S步骤中选_Sb proj
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取的特征向量数不多于2个即可。 

在定理3的条件下，当选取的向量数多于2个时，结论不一定成立。事实上，

可举例如下： 

3 0 0 0⎛ ⎞

2 1 1 0−⎛ ⎞

1 1 1 0−

w

0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 0

tS
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

1 2 1 0
1 1 2 0

0 0 0 0

bS
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

1 1 1 0
1 1 1 0
0 0 0 0

wS

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

则易知 ， ， 为对称、半正定的矩阵，满足：tS bS wS t bS S S= + 。且由于 为

对角矩阵，故满足 的

tS

T T
i b i i w iw S w w S w> { | 1,2, , '}iw i d= L 为 ，其中

， ， 为标准正交基。从而当选取个数为3

时，易得： 

1 2 3{ ,  ,  }e e e

1 [1 0 0 0]e = T T T
2 [0 1 0 0]e = 3 [0 0 1 0]e =

'

3 0 0
0 3 0
0 0 3

tS
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

'

2 1 1
1 2 1
1 1 2

bS
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 
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' 1 1 1
1 1 1

wS
⎛ ⎞
⎜ ⎟

1 1 1−
= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

。 

但是显然 为奇异的，故当选取的特征向量数多于2个时，定理3的结论不

成立。 

'
bS

3.5 算法描述 

总结上面的理论及方法，下面给出本文方法“PCA_S+IFDA”的算法描述，

针对的问题仍为第一章提出的K 类人脸识别问题，： 

IFFace 算法： 

 步骤 1（PCA）：依据定义得出总差异矩阵 d d
tS ×∈ℜ ，再应用奇异值分解

理 论 求 得 的 奇 异 值 分 解 ：tS T
tS U U= Λ ， 其 中

1 2( , , , , 0, ,0)gdiag λ λ λΛ = L L ， ( )tg rank S= ， 1 2( , , , )dU u u u= L 为酋矩阵，

且 与iu iλ 为 的特征向量与对应特征值，tS 1, 2, ,i g= L 。 

 步骤 2（特征向量选择）：依据定义求出类内差异矩阵 与类间差异矩

阵 。将选取规则： 应用到集合

wS

bS T T
wbw S w w S w> 1 2{ , , , }gu u uL 上，得出

，_ 1 2[ , , , ]PCA S i i idW u u u= L ' 'd g≤ 。 

 步骤 3（降维）：由上一步得映射矩阵 'd d
_ :PCA SW ℜ →ℜ 。应用此映射于

训练样本矩阵 d NX ×∈ℜ 上可将样本的维数从 降至 ，得到d 'd

'T d N
_ 1 2( , , , )PCA S NY W X Y Y Y ×= = ∈ℜ% % % %L 。进一步计算降维后Y 对应的类内差

异矩阵 与类间差异矩阵 。 '
_

T
S

' T
PCA SS W W=_w PCA S w PCAS W S W= _ _b PCA S bS
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    为保证下面逆 Fisher 判别分析的顺利进行。进一步对 应用 SVD

分解得出 ，取 非零特征值对应的特征向量组成变换矩阵

'

' T
b

'

' ''d d

bS

b b bS U U= Λ bS

_ :Sb projW ℜ →ℜ 。 应 用 对 ， 进 一 步 变 换 得 ：

， 。得到降维至 后的样本矩

阵为： 

     。 

_Sb projW '' ''

'' 'T '' '
_

T

''T T T d N×

'' 1 '' v

bS wS

_ _Sb projb b Sb projS W S W= _w Sb proj w Sb projS W S W= ''d

_ _ _ 1 2( , , , )Sb proj Sb proj PCA S NY W Y W W X Y Y Y= = = ∈ℜ% L

 步骤 4（逆 Fisher 判别分析）：应用“逆 Fisher 判别分析”（3-8）于上一

步骤得到的Y ，即求出满足 ( )b wS S v γ− = 的特征值 1 20 qγ γ γ≤ ≤ ≤ ≤L 及

对应特征向量 'v v1 2, , , ,  'qv q d≤L 组成变换矩阵 1 2[    ]IFDA qW v v v= L 。 

 步骤 5（特征表示）：这样，我们可以得到特征表示的最终变换矩阵：

。且应用此变换矩阵，可得训练样本的最终表

示为： 

       

_opt IFDA Sb proj PCA SW W W W= _
T T T T

T T T T
_ _opt IFDA Sb proj PCA SZ W X W W W X= = 。 

 步骤 6（决策）：对一个未知的样本 d
newX ∈ℜ ，要判断其所属类别

。首先应用步骤 5 得出的最终变换矩阵 得到, 1, 2, ,jG j K= L optW newX 的

特 征 表 示 T
new opt newZ W X= 。 然 后 求 出 newZ 与 类 别 jG 的 距 离

，( ,new jdistance Z G ) K1, 2, ,j = L 。最终的判别结果由下式给出： 

       arg min ( , )X G distance Z G∈ =

)

k
new k new jG

关于步骤 6，求 可通过计算( ,new jdistance Z G newZ 与 jG 中每个已知样本的距

离，并用最近邻法则取其中最小的距离来代表 。也可以用( ,new jdistance Z G ) jG 内

所有样本的特征表示的平均 jZ 来表示 jG ，然后以 newZ 与 jZ 的距离来代表
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( ,new jdistance Z G )

) 2 1

'

'

' 'T d K×

)

'' 1 ''
w

−

d d K≤ −

)

3 3)

。 

另一方面，关于距离的类型有多种多样，可使用不同类型的距离来计算 

，譬如，Euclid 距离 l ，绝对值距离 l ，Cosine 距离，或者

Mahalanobis 距离等等。 

( ,new jdistance Z G

3.6 算法复杂度估计 

对 IFFace 算法，下面对其进行复杂度分析。 

考察上面的六个步骤，并考虑到特征到计算过程中特征分解是最耗时间的，

因此，IFFace 算法的时间消耗主要集中在三个步骤：步骤 1 中的 PCA 求特征向

量，步骤 3 的降维及步骤 4 的“逆 Fisher 判别分析”。 

首先，对步骤 1 中的PCA求解特征向量，可用Turk和Pentland[21]提出求解特

征脸的方法，这种方法的计算复杂度为 ，其中 为训练样本的总数目。 3( )NO N

其次，在步骤 3 的降维过程中，求 的特征分解同样可用 Turk 和 Pentland

的方法，由于类间差异矩阵与总差异矩阵都为对称、半正定的矩阵，且 可写

成一个维数为 的矩阵与其本身转置的乘积，即 。因此，

这个步骤的计算复杂度为 。 

bS

bS

'd K× ,  bS QQ Q= ∈ℜ

3(KO

最后，对“逆 Fisher 判别分析”过程，求解的是 的特征分解，此时

的特征空间已经从 降至 ，因此，类似于 DLDA，此步骤的计算复杂

度同样为 。 

( )bS S

'' 1

3(KO

综上，我们可得到 IFFace 算法总的计算复杂度为： 。 ( 2N K+O
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第 4 章 实验结果 

本章将通过设计一些实验来测试本文的方法“IFFace 方法”的性能。另外，

为了说明本文方法确实有其本身的优越之处，本章也会比较“IFFace 方法”与原

有的“PCA＋LDA”对应的“FisherFace 方法”的性能。下面首先描述一下所使

用的一些标准人脸数据库。 

本章所做实验主要使用两个标准数据库，一个来自 Olivetti Research 

Laboratory，称为 ORL 数据库；另一个称为 FERET 数据库。这两个数据库可以

用来测试同一个人在不同姿势、不同光照条件，不同面部表情下，应用各种判别

分析方法的性能。 

首先介绍 ORL 数据库。它总共包括 400 幅人脸像，有 40 个不同的人，每人

相应于 10 幅不同表情、姿势与光照条件的人脸像，见图 4-1.a。每幅人脸像的分

辨率为92 。 112×

112

而对 FERET 数据库，我们只使用其中一部分，取其中 72 个人，432 幅人脸

像来做实验，每个人包括 6 幅不同表情、光照等条件的半身像，通过截取，得到

只有人脸部分的像，其分辨率也为92× ，见图 4-1.b。 

由于上面得到的两个数据库 ORL 与 FERET 中每幅人脸像的规格都是一样

的，因此，本方将这两个数据库合并起来，得到一个更大的数据库称为

ORLFERET 数据库，包括 112 个人 832 幅人脸像，前 40 个人来自 ORL 数据库，

每人 10 幅不同的图像，后 72 个人来自 FERET 数据库，每人 6 幅不同的图像。 
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(a) ORL 数据库中第一个人对应的 10 幅人脸像 

 
(b) FERET 数据库中两个人的 12 幅不同的人脸像 

图 4-1 ORL 数据库与 FERET 数据库中的人脸像 

本文应用 Matlab 语言实现了“IFFace 方法”的算法以及“FisherFace”的算

法，并在 Matlab 环境中对几个数据库：ORL、FERET 及 ORLFERET 运行了上

面的算法，测试它们的识别性能。本章实现的两种算法，在“决策”步骤，使用

的是最近邻法则，即以与类中人脸最短的距离作为代表，而距离的类型都是采用

Euclid 距离 。 2l

对每个数据库及每个类的不同训练样本数，本章的实验将不同算法各运行了

50 次，求出每次的识别率，在最后求平均值来表示该算法在不同训练样本数下

的识别率。 

所有的图像都经过了直方图均衡化处理。 
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4.1 IFFace 方法的性能 

在此实验中，分别对数据库 ORL 及 FERET 运行本文的“IFFace 算法”。大

概步骤如下： 

 确定每类的训练样本n，测试样本为m（设每类有 n m+ 个不同的样本）。

对每类，从 个样本中随机地选取 个样本，通过处理构成 的

训练样本矩阵

n m+ ×n d N

trnX （ N nK= ）。剩下的构成 d M× 测试样本矩阵 tstX

（M mK= ）。 

 对训练样本矩阵 trnX ，使用“IFFace 算法”得出变换矩阵 。将变换

矩阵作用于训练样本矩阵

optW

trnX 及测试样本矩阵 tstX 得 ，

。 

T

T

trn opt trnY W X=

tst opt tstY W X=

 计算测试样本矩阵中每个样本到每一类的距离，得出一个K M× 的距离

矩阵 ，根据 算出D D R 阶识别率1（ 1, 2, , 1R K= −L ）。 

对于 ORL 数据库 ；对 FERET 数据库1, 2, ,9n = L 1, 2, ,5n = L 。表 4-1，表

4-2 及图 4-2，图 4-3 给出了在不同 下的识别率；图 4-4，图 4-5 则给出了不同

阶的识别率。  

n

表 4-1 IFFace 算法在 ORL 数据库上不同训练样本数下的识别率 

训练样本数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

识别率（%） 63.3 73.9 84.3 89.7 92.4 93.9 95.5 96.0 95.9

 

                                                        
1
关于 R 阶识别率的定义如下： R 阶识别率就是人脸识别后对 排序，如果目标类排在前D R 个类中，那

么就算分类正确，此时对应的识别率称为 R 阶识别率。 
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图 4-2 IFFace 算法在 ORL 数据库上不同训练样本数下的识别率的柱状图 

 

表 4-2 IFFace 算法在 FERET 数据库上不同训练样本数下的识别率 

训练样本数 1 2 3 4 5 

识别率（%） 75.1 85.0 89.5 92.2 94.3 
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图 4-3 IFFace 算法在 FERET 数据库上不同训练样本数下的识别率的柱状图 

表 4-1，表 4-2 分别是 ORL 数据库与 FERET 数据库当训练样本数从 1 到最

大可能值对应的平均识别率，而图 4-2，图 4-3 则是相应的柱状图。从表 4-1，表

4-2 及图 4-2，图 4-3 我们可以看出，对 ORL 数据库来说，当训练样本数 从1增

加到9时，应用本文“IFFace 算法”得出的平均识别率从 增加到 ；而对

n

63% 96%
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更具复杂性与挑战性的 FERET 数据库而言，我们可以看到本文的“IFFace 算法”

表现得更加好，当训练样本数 从1增加到 时，它的识别率从75% 增加到94%。 n 5

 
图 4-4 IFFace 算法在 ORL 数据库上不同阶的识别率的曲线图 

 

 

图 4-5 IFFace 算法在 ORL 数据库上不同阶的识别率的曲线图 

另一方面，图 4-4，图 4-5 给出的是 ORL 及 FERET 数据库在“IFFace 算法”

下不同阶的识别率，这里，我们可以看出，对这两个不同的数据库，当只要求到

5 阶识别率时，应用“IFFace 算法”得出的结果都达到了 。而当只要求到 1099%
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阶识别率时，应用“IFFace 算法”得出的结果已经很几乎是100%了。由此说明

该算法的有效性以及在实际应用中的可行性。 

总结此实验，我们可以得出结论，“IFFace 算法”确是一种可行的，高效的，

可应用于人脸变化较复杂数据库的一种算法。 

4.2 IFFace 方法与 FisherFace 方法比较 

众所周知，线性判别分析方法针对的是所有类别都服从高维正态分布且所有

类的协方差矩阵都一样的情况。对 ORL 数据库或 FERET 数据库来说，这个要求

是合理的，这可从已有的大量实验结果中得出。下面的表 4-3，表 4-4 是应用

“FisherFace 算法”，即“PCA＋LDA”方法在 ORL 及 FERET 数据库上得出的

识别率。从表 4-3，表 4-4 中结果，也说明了线性判别分析的这个要求在此两个

数据库上的合理性。 

表 4-3 FisherFace 在 ORL 数据库上不同训练样本数下的识别率 

训练样本数 平均识别率

（%） 
2 73.4 
3 84.8 
4 89.4 
5 91.3 
6 92.7 
7 94.2 
8 94.1 
9 94.3 

 

表 4-4 FisherFace 在 FERET 数据库上不同训练样本数下的识别率 

训练样本数 平均识别率

（%） 
2 83.7 
3 93.9 
4 96.2 
5 97.3 
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然而，要所有类别的协方差矩阵都一样的这个要求太高了，当此假设不成立，

“FisherFace 算法”的识别率可能会大打折扣。 

类内差异矩阵 可以做为协方差矩阵的一种估计或近似。图 4-6，图 4-7 分

别给出了 ORL 数据库与 FERET 数据库的类内差异矩阵 的 3-D 网格图的一部

分。即以矩阵 的宽与高作为 轴与

wS

wS

wS x y 轴，而 对应的绝对值作为 轴画出的

3-D 网格图。 

wS z

 

图 4-6 ORL 数据库的类内差异矩阵 的 3-D 网格图的一部分 wS
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图 4-7  FERET 数据库的类内差异矩阵 的 3-D 网格图的一部分 wS

从图 4-6，图 4-7 我们明显可以看出，这两个数据库的方差分布是截然不同

的。ORL 数据库的方差分布较为起伏，而 FERET 数据库的方差分布则相对来说

较为平坦。 

从上面的分析及图示，我们可以看出，当把 ORL 数据库与 FERET 数据库并

在一起进，得到的数据库 ORLFERET 将具有与原来两个数据库不一样的性质：

具有不一致的协方差矩阵。因此，我们用此数据库来测试与比较“IFFace 算法”

与“FisherFace 算法”的性能。看看在具有不一致协方差矩阵情况下，两种不同

的算法表现如何。 

下面简单说明一下本实验。本实验针对 ORLFERET 数据库，实现了“IFFace

算法”与“FisherFace 算法”，共运行这两算法各 50 次。每一次运行时，随机从

各类中选择样本得出训练样本及测试样本。这两个算法每次运行时都是对应同一

个训练样本及测试样本，以便于在同种条件下比较。表 4-5 及图 4-8 给出了平均

识别率及对应的图示。 

表 4-5 FisherFace 算法及 IFFace 算法在 ORLFERET 数据库的识别率 

   方法 
训练 
样本数 

FisherFace
算法识别率

(%) 

IFFace   

算法识别率

(%) 
1 N/A 66.7 
2 74.9 75.1 
3 83.8 85.3 
4 86.3 89.6 
5 87.5 92.4 
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图 4-8  FisherFace 算法及 IFFace 算法在 ORLFERET 数据库的识别率曲线图 

从表 4-5 我们可以看出，对“IFFace 算法”，当训练样本数 从1增加到5时，

它的平均识别率从66.7% 增加到92.4%。而对于“FisherFace 算法”而言，其识

别率最高也只有87. （当训练样本数为 5 时）。另一方面，注意到，“FisherFace

算法”无法应用于训练样本数为 1 时的情况，但本文的“IFFace 算法” 却仍可

起作用，这是本文方法优于旧方法的一个地方。 

n

5%

而从图 4-8 我们进一步可以看出，对 ORLFERET 数据库而言，当训练样本

数都一样时，本文方法都高于“FisherFace 方法”。比如，当训练样本数为 5 时，

“FisherFace 方法”的平均识别率只有 ，而本文的方法却达到了92.4%。 87.5%

总结本实验，“IFFace 方法”即使在每类的协方差矩阵不一样的情况下，也

可得出较好的识别率，并优于旧的“FisherFace 方法”。 
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第 5 章 总结与展望 

本文通过研究主成分分析与 Fisher 判别分析的理论以及应用的优缺点，提出

了一种新的人脸特征提取与人脸识别的方法：逆 Fisher 判别分析。另一方面，结

合在主成分分析的基础上加上与类别有关的特征选择规则的方法，本文发展了一

种新的类似于“PCA＋LDA”的框架：带特征选择的 PCA 加上逆 Fisher 判别分

析，并给出了对应的算法：“IFFace 算法”。最后，通过实验，本文验证了新方法

的有效性以及比“FisherFace 算法”的优越性。下面总结如下： 

首先，应用本文的方法不会出现“PCA＋LDA”方法在类内差异矩阵 逆

不存在时失败的情况。保证了程序的顺利运行。这主要是因为 IFFace 算法中，

使用投影变换后的类间差异矩阵不会出现奇异的情况。 

wS

其次，对于“小样本问题”。我们的“IFFace 方法”即使在样本数为 1 的情

况下也能正常运行。但对于 “FisherFace 方法”，由于类间差异矩阵 在这种情

况下为零矩阵，因此不能应用。 

wS

再次，由实验可以看出，对于每个类别的协方差矩阵并不都一样的情形，

“IFFace 方法”的识别率高于“FisherFace 方法”。 

最后，考虑本文算法的复杂度为 ，由于最耗费时间的步骤为特

征值分解，因此本文算法的复杂度与“FisherFace 算法”的复杂度都为同一个阶。

从而，当 或者

3( 2N K+O 3)

N K 都很大时，本文方法与“FisherFace 算法”一样，是一种运算

较慢的方法。 

展望未来，本文还可进一步考虑如下问题： 

第一、如何将本文的方法扩展到“核”的方法，类似于，PCA 到 KPCA 及
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DLDA到KDDA等的扩展方式，本文的方法应可进一步扩展为Kernel

的方法； 

第二、在 Kernel 情况下，本文的方法的复杂度如何，其效率及识别率是否

有更进一步的提高； 

第三、关于 Kernel 的逆 Fisher 判别分析，是否可结合其它方法。 
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